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TD N°8 : SOLUTIONS DE LERAY
DE L’EQUATION DE NAVIER-STOKES

On s’intéresse ici au systeme de Navier-Stokes homogene et incompressible :

ou+ (u-Vu+Vp—Au=0, t>0z¢cRV,
(NS) divu=0, t>0,zecRV,

u‘t:() = uo,
ott u: Ry x RY — RV est le champ de vitesse et p: Ry x RY — R la pression.

Exercice 1 % : estimations d’énergie a priori
1. Soient u € CH(RM)N avec divu = 0, et p € C}(R"™). Montrer que

N 1N
u- V)uu; = = / u-Vui2=O,
;@<> 32 oo Vi

/ u-Vp=0.
RN

2. Soient u € C*(R4,C2(RM))N et p € C(R; x RY). On suppose que pour tout 7' > 0, il existe
Ry > 0 tel que Suppu(t) < Bg, pour tout ¢t € [0,T], et que (u,p) est solution de (NS) au sens

classique. Montrer que
1d

2dt

3. En déduire l'estimation d’énergie

[u(®)ll 2@y + IVu(®)ll 2@y = 0.

(1) lull oo ry 2Ny + [l L2, @iy < 2llvoll L2y

On dit que u est faiblement continue a valeurs dans L2(RV) et on note u € Cy, (I, L2(RY)), si
u € L>®(I, L2(RY)) et si pour toute fonction ¢ € CL(I x RY), I'application

telw— / u(t,x)p(t, z) dx
RN

est continue.

Soient u € L®(Ry, L2 (RM)N) N L2(R4, HY(RM)N) N Cyw (R4, L2RN)N) telle que div u = 0, et
ug € L*(RY) telle que div ug = 0. On dit que u est une solution de Leray de si pour tout
@ € CL([0, +0o[xRM)N telle que div ¢ = 0, on a pour tout ¢ > 0 :

/RN u(t) - o(t) — /RN ug(x) - (0, ) dx
N /o /RN (u(s, 2)0sp(s, ) + (u @ u(s, ) : Voo(s, x) — Vu(s, x) : Vip(s, x)) ds da.

Le but de ce TD est la preuve du théoréme suivant :

Théoréme (Leray, 1933). On suppose que N =2 ou 3. Soit ug € L2(RMN 4 divergence nulle.
Alors il existe une solution faible u € LRy, L2(RMMNL2(Ry, HY(RM)N)NC, (R, L2(RV)NY)
des équations de Navier-Stokes (NS)), qui vérifie de plus l'inégalité d’énergie : pour presque tout
t>0,

t
0 ) aqemy + [ 190(5) ey < ey



Exercice 2 % % : approximation de Friedrichs
Pour tout n € N, on définit

En={ue L*RY),a(¢) =0 pp. ¢ >n},

K := {u € L*(R™)Y, div u = 0 dans D'(RV)}.
On note P, la projection orthogonale sur E,, dans L?(RY), et II la projection orthogonale sur
K (projecteur de Leray) dans L?(RY)V,
1. Montrer que pour tout u € L2(RY), P, (u) = F~! <§ — 1‘5|<nﬁ(§)) .

2. Montrer que pour tout u € L2(RM)N, T(u) = F~L(M(£)a(€)), ot M(§) = Iy —E®E/|€% €
M, (R).

3. En déduire que P, oIl =11 o P,,.

4. Montrer que si p € HY(RN), II(Vp) = 0.

5. Montrer que si u € E,, alors u € H*(RY) pour tout s > 0, et que ||Jul|zs < (1 +n2)*/2||ul| 2.
6. Soit n € N quelconque. On définit 'application

F:ue B, —P,I(div (u®u)) + Au.

Montrer que F(E,) C E, et que F,, est une application localement lipschitzienne sur E,, (On
pourra utiliser I'injection de Sobolev HY/4(RN) ¢ L4(RN)).

7. En déduire que pour tout n € N, pour tout ug € K, I'’équation différentielle
{@un = F(up),
Un|t=0 = Pn(uo)’

admet une unique solution maximale u,, € C*([0, T,,[, E,)-
8. Montrer que II(u,(t)) = u,(t) pour tout ¢t € [0,T},], et en déduire que u,(t) € K pour tout ¢.
9. Montrer que pour tout ¢ € [0, T}, ],

1d

3 g len @Ol 2@y + 1 Vn(t)l 2@y = 0-

10. En déduire que supejo 1,,[ |u(t)|| £, = supsejo r, [ lu(®) 22 < [[uollp2, puis que T, = +oo.
11. Montrer que pour tout ¢ > 0, u,(t) vérifie I'inégalité d’énergie (2).

Exercice 3 % % % : compacité

1. On commence par montrer la régularité en temps.
a) Soit £, h > 0. Montrer que

t+h
’ - U r—Vu z))| : Vun(s,z) ds dx
-/RN |un(t+h,x)—un(t,x)| dx = -/RN‘/t [V n(t+h7 \V4 n(t, ))] \V. n( , )d d
t+h
+/RN/t [Vun(t + h,o — Vu,(t, 2))] : (uy ® up) (s, z) ds dx.

b) Montrer que pour tout 7" > 0, pour tout ¢ € [0,T], pour tout h € [0, 1],

/OT /RN /tt+h [V, (t + hyx — Vu,(t,z))] : Vup(s,x) ds dz

T+1
< TR [ 96 ganyds < VT2



¢) Montrer que

t+h
[Vun(t+ h,x — Vuy(t, )] : (un @ uy)(s,x) ds dx

RN Jt

T rt+h 9
< [0 a5 e (190 + D)) + 1T (Ol 2y ) s
< Ot fult

pour une certaine constante Cp ne dépendant que de T' (que ’on ne cherchera pas a expliciter).
On pourra utiliser I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg : il existe une constante C' > 0, telle que
pour tout u € H'(RY),
N/4
Jull oy < CHUHLz 'y VUl 2 gy

d) En déduire que pour tout 7" > 0, il existe Cr > 0 tel que pour tout h € [0, 1], pour tout
n €N,

T
e 1) = w0yt < Cornt 5

2. a) Montrer en utilisant la question précédente qu’il existe sg > 0 tel que si s < s9, pour tout

n €N,
T |un(tv :L') - un(tlv x)
/ <
/0 /o py IS e S Cre

| (t, ) — un (', x)
/ / /RN |t _ t/’1+25 < CT,S.

b) Montrer que si 0 < s < 1,

’un t, 1’ Un(t y)’2
/ /RN |z — y[Nr2s dx dy dt < Cr

En déduire que

On pourra utiliser la propriété suivante : pour tout s €]0, 1], il existe une constante C; telle que
si v e H¥(RV),

[o(z) —v()?
ol = c. [, =0 e ay
c) Montrer qu’il existe une constante Cs > 0 telle que

1 C
/ N < s
R S OT 0T R [ s s S

V(t,z,y) €0,T] x RN x RY /T ! dt < Cs
x .
y LY ) ) 0 (‘t_t/|+|x_y‘)1+N+23 = ‘x_y’NHs

d) En déduire qu’il existe s €]0,1[ et Cs 7 > 0 telle que pour tout n € N,

B [ (t, ) — un (', y)|? ,
Hun||H5((07T)><RN) = / / /RN /]RN (t—t] 1 o — y)i+N12s dz dy dt dt

<

3. Continuité faible en temps :
a) Soit o € CH(R, x RY). On pose

In(t) = /R un(t, @)l ).



Justifier que I, € C(R4) et qu'il existe T' > 0 tel que Supp I,, C [0,7] pour tout n. b) Montrer
que

L) = /RN Py (u0) o (t = 0) + /Ot /RN wn(t, 2)0vp(t, @) da di
-|—/Ot /IRN (up, @ up)(s,x) : VP (s, z) dx ds
_/Ot /RN Vun(s,x) : V(s,x) dr ds.

c) En observant que |[VP,IIp(t)||r2 < [[Ve(t)||L2 pour tout ¢ et en utilisant les mémes types
de majorations qu’aux questions précédentes, montrer qu’il existe une constante C' > 0 ne
dépendant que de p, de N et de ug, telle que pour tout ¢,¢' > 0,

() = L(®)] < C (jt = ¢ 5 + |t —1).

Exercice 4 % % : passage a la limite

1. Montrer qu'il existe une suite strictement croissante (nz)zen et une fonction v € L¥ (R, L2(RV))Vn
L?(Ry, HY(RM)) telle que u € H*((0,T) x RY) pour tout 7> 0 et pour un certain s €]0, 1], et
telle que lorsque k — oo,

Up, — u dans H*((0,T) x RY)  pour tout T>0,
Un, — u dans L2 (Ry x RY),

—*q dans w* — L®(R,, L*(RY)),

Uy, — u dans L2(Ry, H'(RY).

U,

2. Montrer que, quitte & ré-extraire une sous-suite, il existe I € C.(R4) telle que

I, — 1 dans C(R4).

3. Montrer que
I(t) = / wt, ), x) de V> 0.
RN

En déduire que u € Cy (R, L2(RY)).
4. Justifier que div u = 0.
5. Soit ¢ € C}(R, x RM)N & divergence nulle. Montrer que pour tout p € [1, +o0],

—+00
lim [ [[VPa(t) = Vo) |5 g dt =0

n—oo 0

(On pourra utiliser I’égalité de Parseval et le théoréeme de convergence dominée.)

6. En déduire que

n—oo

lim /Ooo /RN (tn @ tp) : (VP — V) = 0,

puis que
[o.¢]

lim P, II(div (un®un))-¢:—/oo/ u®u: V.
0o JrN

n—oo 0 RN

7. Montrer que u est une solution de Leray de (NS)). Conclure.



